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— MM « — 


J e me propose de démontrer dans ce Mémoire , que l’expression ana- 
lytique du coefficient de l’équation séculaire du moyen mouvement de la 
Lune que j’ai donnée à la page 485 du premier Volume de ma Théorie 
du mouvement de la Lune, doit être complétée par l'addition des termes 
suivans ; savoir 


>485 , 

I 30 


8i3a3 
64 m 

, / 3655 

“• (^r m 

‘-h'îf ,5 m.) 

DI3 / 



35oi t \ 45 ». 
5i a ”*/"*" 64 ”* b 



dv (('«_£'«) ; 




de sorte que l’on aura 

i 
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[*] 


J 5 *= 


3 , 35 i 8i . 268915 6 212575 

-m - — m 4 -4- — :/;i 5 — — m 6 -4 4 — 1 . 


64 


ib 


256 “ m 128 


■ • { iiÇ m*+ •+■ ^"p.rA 

' 120 5l2 1024 / 


J ,/525 , 687 . V [ r, . 

<^ 7 (t^"* + 57a ra ^4 J*'* - £ > 

, m+ênï w * h _25 e ._^ a 

\3a 3a ^ r»i3 ^8 64 7 / 

* / a 7°9 • * ■ aaa 9 1 . 836 7 , . 9_. r.,.\ 

\ - m (*4r 7 +ian *+% m E ) 

Ü219 m y+4J U*-*,). 

1024 1024 10 \J 


i5 , 2203365 . 2 a 

-q - m H 

8 2048 ic 


Ici, je fiiis abstraction des termes du ".‘* R>r ordre multiplies par m i e % , 
m’y’, m’e*, m’y*, m’e* y*, m’Ê m’A* , pareeque leur totalité 
n’a pas été comprise dans les développements exécutés. 

En réduisant ces cpiantités en nombres , et posant 

fçd vas cf</ v (,' , —E ,, ) + C'fjv(,'> — E’*) , 

l’on aura 

C =0, 00839285 (2) -t- o, 000221442(4) 


-4- O, 000 2 I 564 1 ( 5 ) — 0, 00000540228(6) 

•4- o, 0000217604 (7) = o, 008846291 ; 

C'= 0,01 049 1 o 63 (2) -1- o, o 34658 o i ( 4 ) = o, o 45 1 4907 > 

au lieu du résultat donné à la page 6 o 5 du même Volume. 
Nous avons 


L°g-C’=7) 9467613 ; 

Log. 1264", 127 = 3, 1017907 ; 


Log. C = 8, 65 .( 648 1 ; 

Log. o", 6995 = 9, 8447877 , 
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donc, en prenant 

I -f* LL W 

— — - pour la masse de Jupiter; 

! pour la masse de f 'e'nus ; 

4 oi 83 g ' 

36803 3" I K>ur * a masse 8e Mars; 
les équations posées clans les pages 596 et 597 donneront 
cj ( é '— E'‘)ndt = 

t . • 1 n", 18182-4- o*, 017086-4- o ", 106 1 I -+■ o ", 17497 

~W j __-D 


,7028 .p,' — 2", 1237. p,"' -+- 9", 488 • p,” 

0,8669 5 

cJ(^-E'>)nit = -( T ^)‘c'.o'',6 q9 5 = -( T Lj‘ 0 '' )0 3 l 58 3 ; 


d’où l’on tire 

<*') 


f< Jv - 

— ( 7^) j « « ", 5 1 1 57 1", 7028 . p ,'— 2*, 1 237 . fi* -s- 9", 488 . p r 

— (ï^ô) 0 "’ 018669 O- 


En calculant les anciennes éclipses de Lune ou de Soleil, à l’aide de 
la formule (k') t on obtient un accord fort satisfaisant entre la théorie 
et l’observation. L’éclipse de Lune observée à Babylone le 19 mars de 
l’année 720 avant notre ère est représentée avec une différence moindre 
de deux minutes L’éclipse de Soleil observée par Théon à 

Alexandrie le 16 juin de l’année 364 a'ant notre ère est représentée avec 
une différence d’une minute et a 5 secondes. Les deux éclipses de Soleil 


( a ) Voyez la Noie à ta in de ce Mémoire , ou j’ai doDoé l'équation séculaire pour on temps 
indéfini en termes périodique». 
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observées près du ('aire lu 12 décembre de l’année 977 et le 8 juin de 
l'année 9-8 , après notre ère , sont représentées avec une différence 
moindre de \ ’ ( 3 ’. 4 °")- 

Ces éclipses étant arrivées fort près des apsides de la Lune , il 
serait facile de diminuer cette différence en faisant varier l'anomalie 
île la Lune d’environ /\ 11 Mais nous n’insistons pas sur les comparai- 
sons de ce genre, pareeque la théorie a maintenant une telle certitude 
qu'il devient inutile d’établir des comparaisons avec des observations qui 
ne sont jais à l’abri de Inulc objection sur le degré de leur exactitude. 

Sur le coefficient 1 i ,f , 5 ii 5 j que je trouve ici après des calculs théo- 
riques dont l’exécution est très-difficile , je dois faire une remarque propre 
à justifier une telle difficulté ; autrement on pourrait objecter que le 
coefficient 1 1", i 35 , publié par La place le 19 novembre de l’année 1787, 
en est fort approchant quoique trouvé d’après un calcul sans comparaison 
plus simple. Mais en examinant de près la question on verra , que 
La place n'a jamais calculé le seront! terme de l’équation séculaire du 
moyen mouvement de la Lune, ni en 1787, ni en 1802, époque de la 
publication du 3 .*“' Volume île la Mécanique Céleste. Il avait borné la 


recherche au premier terme 


3 ,r 

— m |i 

3 J 


rfe(r M — E'‘) de celle éipiation. 


Sans une. altération qu'il faisait subir par son calcul au second facteur, 
il aurait trouvé un coefficient inférieur à 10 ", 3 , comme à la page 273 du 
l.iim- Volume de la Mécanique Céleste. Le contraste entre les quantités 
positives et les quantités négatives au de-là du premier terme est la cause 
radicale qui augmente la difficulté de ce développement. 

Lagrasc.e en 1792 a aussi borné l’approximation au seul premier 
terme (Voyez la page 296 du Volume de l’Académie de Berlin pour 
les années 1 792-93 ). 

Il y a un autre résultat sur lequel je dois fixer d’avance l'attention 
du Lecteur de ce Mémoire. En considérant , séparément , la partie de 
l’équation séculaire du moyen mouvement de la Lune, «pii, par une com- 
binaison particulière , naît , en vertu des intégrations , des termes pério- 
diques multipliés par le coefficient différentiel de la variation sriu- 

lairc de l’excentricité de l'orbite «le la Terre, on obtiendrait une «pianlilé, 
qui, par sa forme, paraît devoir être une partir intégrante de cette 
même éipiation. Mais, en examinant «le plus près l’origine «le cette partie, 


Digitized by Google 


PAR JEAN PI.ANA 


5 


j'ai reconnu, que son addition avec la partie primitive est inadmissible. 
On verra, que les termes du 4- 11 "' et du 5.'*"* ordre dérivés de celte 
source sont; 




. i JP * » ^9 i » 7-> , . 

T^m* ±ï-m e — r y — 4-* 

16 16 b.f ' 3a 

I 36q63 . aaàq3 , , acide . , G7Ô , , U 

/ 3Ç- m s - mV + — m’y ■+■ -4-r '» b' \ 

6< 138 11a ' tij 




et en calculant les suivons, on réduirait le coefficient de . l’équation sécu- 
laire à un tel degré de petitesse qu’il serait incompatible avec les obser- 
vations , soit anciennes, soit modernes. Toutefois, indéiiendamnient de 
(•cite considération indirecte , on peut démontrer , que 1a suppression 
complète de cette partie est exigée par la méthode même des approxi- 
mations successives sur laquelle est fondée toute la théorie (pii fournit 
li s cocfliciens des inégalités lunaires. 

L’équation séculaire de l’anomalie, et l’équation séculaire de l’argu- 
ment de la latitude de la Lune sont étroitement lices avec celle du moyen 
mouvement déterminée par l'équation (A). J’ai rapporté les deux pre- 
mières en finissant le 4- <m ’ § 1 alin de présenter réunies dans ce Mé- 
moire l'expression analytique des trois équations séculaires qui affectent 
le mouvement du centre de gravité du globe de la Lune et relui des 
(démens de son orbite. 

La distinction entre le centre de gravité et le centre de figure de la 
Lune devient maintenant nécessaire : car l’on a motif de croire le premier 
plus éloigné du centre de la Terre d’environ les 35 millièmes du rayon 
du globe de la Lune (Voyea la page 3i du Tome XXIV que vient de 
publier la Société Astronomique de Londres ). 

En réfléchissant sur l’analyse qui nous a donné’ ce lésultal capital, 
relativement aux équations séculaires, on sentira qu'il serait impossible 
de l'obtenir sans avoir les cocfliciens de toutes les inégalités lunaires soils 
une forme littérale et explicite. 

La loi des variations de l'équation séculaire , sous forme finie, que 
j'ai placée dans une Note qui termine ce Mémoire , complète cette théorie 
d’une manière nouvelle. 

Je vais exposer l’analyse qui m’a fourni les résultats que je viens 
d’énoncer. 
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MÉMOIRE SUR l’ÉQUATIOH SÉCULAIRE ETC. 


§ I- 

Considérations sur les formules exposées dans les pages 60 
et 61 du 1." Volume de ma Théorie du Mouvement de 
la Lune. 


Il y a dans la dernière ligne de. la page 61 du i.*' Volume de ma 
Théorie de la Lune un résultat exact , mais précédé d’une singulière 
faute typographique , dont j’ai reconnu l’existence (peu de jours avant 
la moitié du mois d’avril de cette année) en relisant la Note que j’avais 
présentée à l’Académie des Sciences de Turin le 17 décembre 1 85 . (. 
Voici la correction qui doit être faite dans celte page , et les nouveaux 
éclaircissemens , que cette circonstance exige de ma part, pour établir 
la véritable forme des termes dépendons des coefliciens différentiels îles 
élémens de l’orbite du Soleil, et discuter leur influence sur l’équation 
séculaire du moyen mouvement de la Lune. 

La valeur de x qui termine la |>age 61 est équivalente à la somme 
de ces trois tenues ; savoir 

[1]... x— — je "cos. (A-o-t -/3 — nt) — -jr ■ -j- s' c°$. { k v -t- fi — ht') 

Bm . dt' . , , . 

" , 'T~ £ dï sm ( kl "*-r— "• ) : 

et c’est effectivement ainsi que je l’nvais obtenue par le calcul exposé. 
D’ailleurs, la phrase « C on peut réunir ces trois termes en un seul » 
indique , assez clairement , que les Unis termes existaient dans le ma- 
nuscrit: mais, dans l’avant-dernière expression de x, le troisième terme 
a été omis , et celte faute typographique m’est complètement échappée. 
De là il est arrivé, que, en composant la Note du 17 décembre i 854 , 
je n’ai pas fait attention à l’omission du terme 

Bm . , de' . , , . 

, ^sin.(Ar-t-j3 — ht') 

qui devait faire partie de la valeur de x qui précède immédiatement la 
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dernière. En conséquence de cette omission je voyais seulement le terme 
multiplié par s’” -J- , et je croyais à la destruction de celui multiplie 

par . C’est à cette circonstance qu’il faut attribuer ma ma- 

nière de voir alors lit non existence des termes périodiques multipliés 
par dans les expressions de Un et tnt. Maintenant que j'ai rétabli, 

en refaisant le calcul de la page 61 , le véritable trinôme à la place du 
inonome égal à lu valeur de jr , je reconnais que l'intégration introduirait 
des termes séculaires dans l'intégrale des produits de la forme 

ir.Z?'.«'"\sin.(£t>-t-j3 — nx').dv : 

car il y aurait le terme 


/ 


BJl'm 

k' ‘ 


_ f BJVm 

-J jr- 


’ .sin.*(£i>-t- (5 — nr')dv 

4*‘ ’ 


si effectivement on devait exécuter des intégrations de ce genre pour dé- 
velopper les fonctions qui donnent les termes successivement ajoutés aux 
équations différentielles. Cela prouve que l’existence des termes de la forme 


-jj. sin. (Arc ■+■ {3 — m') 


dans l’expression de du est incontestable. Mais cela ne prouve pas en 
même temps qu’on doive traiter cette partie de à u comme si elle cons- 
tituait une approximation subséquente d’un ordre déterminé. Leur forme 
est semblable à celle du terme Çsin. (ie-t-^ ) , dont Lapi.ace a signalé 
l’existence à la page ai 4 du S. 1 *”* Volume de la Mécanique Céleste. 

Le (acteur est très-petit ; mais on ne saurait lui attribuer un 
ordre de petitesse déterminé, comme on le fait à l’égard île t', i", e'*, etc. 
Ces termes multipliés par sont le résultat d’un développement opéré 
sur les coefficiens et sur les argumens des fonctions périodiques. D’après 
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cela on doit employer ces fonctions avec des circonspections analogues 
à celles que l’on observe pour éviter le développement de l’art: dans l’in- 
tégration des équations différentielles du mouvement des planètes. Nous 
ferons remarquer, dès ce moment, que, en intégrant l'équation 

^^ = ï:.tft''sin.(*c-4-j3 — s'r’) , 


on aura des termes périodiques dans les pression de int, multipliés 

de' f 

par , lesquels en produisent dans la partie I SR’dv de l’in- 
tégrale car, en ayant égard aux termes tels que 

3 f J[(a'it , ) , stn.(3f— au')] 

3 ’J 

on les voit naître dans la valeur de $ IV posée à la page 2-3 de mon 
i Volume. 

Pour avoir les termes de même espèce , mais d’origine différente, 
contenus dans le coefficient que j’ai désigné par II à la page a63 du 
r." Volume, il faut avoir, séparément, ceux multipliés par t'\ qui se 

trouvent dans l’expression de l’intégrale m’J'ü'dv; c'est-à-dire dans le 

coefficient de cos. or qui fait partie du second membre de l'équation 

d.tSnl 


d v 


< du- 




dv-4-etc- 


Et à cet effet voici comment on doit exécuter le calcul de ces termes , 
en reprenant les premières formules posées dans la page 6o. 
Considérons un terme de la forme 

x = B j't' , sin.(ki’-h[3 — g'r').dv , 

l’on a d’abord; 

x = B Jd v . sin. ( kv ■+■ (3 ). t’* cos.^'t 1 — B J" dv. cos.(Av-t-|3) . t' , ùn.g'r' . 
Or, en posant 

t'*cos.g-V = E-Af cos. (pn'i-^-q) = T- M cos. (pm.nt q) , 
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il faudra remplacer nt par e -t- 3 e , et regarder 3 e comme le repré- 
sentant de la totalité des termes périodiques qui entrent dans l’expression 
de la longitude moyenne de la Lune en fonction de la longitude vraie, 
désignée par v. Alors l’on a 

t '‘cos.g'e ' = Z" M cos. (pmv-t-q-^-pmiv) . 


Donc, en développant suivant les puissances de 3e, et retenant seulement 
la première, nous aurons 


t'*cos.£V = E- M cos.(/me-t-ÿ)-t- 3e. 


d . 7. M eos. (pmv -t- q) 
dv 


Pour plus de simplicité j’écris 


i. ê i r i. , ,, v «/. ri'*COS.jf , r'l 

e *cos.£ , T , =[t’*cos.g , 'r'] -t-de. — - — — - > 


où la fonction, renfermée entre les paranthèses carrées, est censée repré- 
senter la totalité des termes absolument séculaires , ayant les argumens 

pm .v-+-q , affectés des coefliciens pm, formés du produit de m = 

|>ar les très-petits coefliciens p dépendans des masses des planètes, qui 
sont les seuls dont j’entendais parler dans les pages 6o et 6i. D’après 
cette notation, la valeur précédente de x deviendra 


[a]... x= |'</osin. (Are-t-p) j IV'eos.g-VJ-t-do. ~ '^ £ — | 

— lij dv cos. (X- o -H p ) | [V «sin. gV]-t-3c. — 1 ^ | - 


Cela posé' , si l'on considère le terme périodique de 3c, dépendant 
du même argument Are -+- p — ^’r’, l’on aura une expression de cette 
forme ; 

[3] ... 3c = ^sin.(Â-c-4-p).[i' , cos.g’ , r'] — y^cos. ( À- 1> -4- p ).[£'* sin.g-V] . 


Donc, en substituant celte valeur dans celle de x et retenant seulement 
les leixnes séculaires multipliés par AB, l’on aura 


:c= -j rf o[s'.cos. g 'r'].-i — ^ — l 
AB f , r , . , .. rf.[i'‘sin.e , 'r'l 

■+•— J ^[ ! SI °^ r l - J v : 


2 
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c’est-à-dire en exécutant l’intégration 

ri] x ~^t î[*'' t ' os -«'' T, ]* + [ , ' , ® in -^' T '] , { • 

Celte formule, lorsque g'=g, et lorsque g' s=o, donne 

[5] x =X £ ' M ‘ 

Mais si au lieu de l’equation [3] l’on avait 

[6 J d e = A sin. ( À' t> -+- jS ) , 

l'équation [a] donnerait le seul terme 

r, AB Ç j </.[{'» co».#V] JR , , 

[7] * = —J dv dv — ■ = — •‘ •coa.yV . 

Il y a un troisième cas; c’est celui 011 , au lieu de l’équation [3], 
l'on aurait 

3i’z=At n sin. (Xe-t-jS — g'*') ; 

e’est-i-dire 

4 e = // - ,l ~ * J sin. (te - 4 - (3) [j'*cos. ^Vj — ros. ( k e |3 ) |e’' cos.^'r'j [ ; 
alors la \aleur de X est 

♦gj a,.e-.|e.^e| ‘ , -ICLy d . 

En intégrant par parties, il viendra 

•'•= ^l n -«{[«''cos.tfV| , M-|l'*sin.*V]*{ 

d’où l’on tire 

(«) : 

I i 1 ■*■/() 

on voit par là que ce produit est nul , lorsque g = o . 
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Les formules [5] , [ 7 ] et (a) donnent les termes séculaires nés de 


l'intégrale 


s —a m'^R' 


dv sans la considération îles Irrmcs périodiques 


... dé ... . d.iv , 

multiplies par -j- , que Ion aurait en intégrant l expression ue — — .dv . 

Leur existence lient à rélimination de la longitude moyenne n' t — m .nt 
du Soleil en fonction de la longitude v de la Lune. 


§ II- 


Calcul des termes constata du 4."'™ ordre appartenons uu 
coe/licient de é' dans le développement des deux • intégrales 


— an»*J R' de , — a m'J’sJi'.t 


Kn prenant dans la page 336 du i Volume les trois ternies 


_[S] . . . H = i-i' sin. a£V 

4 


~rt'‘ 

4 

3 


— 7 f 'sin. (a Ev-trc'mv)-\- ^-i'sin. ( a Ev — c'mv ) ; 
et dans les pages fi)o , jyi les trois termes 


[ 9 ]... Sv = — 4pm*sin. iEv 

O 


■— Ti/n'i'sin. (a £ 1 " 
10 ' 


-c'mv) — xXm't' sin. (a Ev- 


■c'mv) , 


011 calculera le premier par la l'onnule [“j en y faisant g ' = so 
ce <pii donnera 



«5 

4 ’ 


■ 65 

■®r* 


O 


a; 


F.l pour les deux autres on fera usage de la formule [ 5 ] en y faisant 
g— 1 ; ce qui donnera pour leur somme 
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L"_^L. 72 \ • 


L on a donc 


/ 5 11 31 77 \ 

x “(“ÏT^“ïTiS/ m ' ; 

/ 33 1617 \ , 

) m 1 ■ 

r 1 , f ,,, . / i65 33 1617 4 ( )5\ i> 

-am‘J R< dv =(- — + —+^=W.) m > c - . 

Les trois termes de l’équation [8] donneront, confoimémcnt au troi- 
sième terme de la formule [1], 

[11]... — a -—.e'^sin.^Ev sin.(a2?e-t-c'mi>) 

ai de' , . 

~T foM^Ev—c'mv) . 

Donc, en considérant seulement les quatre argumens c'mv , 3 Ev, 
2 E-ï-c'mv, a Ev — c'mv, l’équation (B), posée dans la page 72 du 
second Volume de mon ouvrage, sera réduite à celle-ci; 

t ,a J 

5 1 1 ■ 1 5 j » * r% 

—m e cos c mv m e cos. 2tv 


3 , 21 

— mVcos.(a £v+c'rov) + — mVcos. ( a Ev — c'mv) 

357 .ds' , i5 , t di f . 

— 7t- m -j- sin. c m v ■+■ -y m e -y- sin. a h v 


16 d v 


dv 


d ,rfi . . „ . . ai % dt' . D . 

-4«_ rti -—-sin.! a Ev+C mv) rr m -r- sin.t — c mv) ; 

o dv ' o dv 

le terme sin.6 ‘ f m^ est donne par l'intégrale 

— im'j'dfl'dv y 
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d’après la valeur de S IV trouvée à la page 81 du même Volume , et 
le troisième terme de la formule désignée )>ar [t] dans ce Mémoire. 

Pour intégrer cette équation, eu ajant égard à la variation séculaire 
des termes multipliés par des cosinus , remarquons , «pie , en faisant 



un terme «piclcomgic de la forme 


J5s'‘cos. (Are-t-j9 — #V) 


introduit dans la valeur de Su la fonction 


flcos.iv Ç , 

‘ J ' 

Bsin. iv Ç 
-■ )' 


*cos. (Ae-t-|3 — g'z' )sin. iv. <iv 


«'•cos. (Av - 4 -| 3 — g't')cos. iv.de . 


Or, en exécutant cette intégration d’après la formule [i], on trouvera 
«pie le terme correspondant de Su se réduit à 


[*3j ... Su = 


aÆA.t'» ) e dl 

(**-<•)*) rf t . 

(—g' dZ co *( kv +P— s'*') 


En appliquant cette formule au second membre de l’équation [ i a] , et 
faisant E ss i , i = i (ce qui suffit pour l’approximation actuelle ) , on 

trouvera «pte les termes multipliés par -y , sont 


Su = — ^3_j_^/^m’^-sin.c'mt'H-m‘i'— ) sin.aEe 
■+•>»* — ^ j -l-g ^ sin. ( j£r+c'mi>) 

_ " ro ‘Sr(T“ , ‘8) sin ’( a£t,-c ' m ‘’ ) • 

de sorte que l’on a ; 
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M] 


a« = — 



,«f . , o5 a , 

'-ï-sin.c wc-h — /// s 
tlv i a 


dt' . p 
-7- sin. a ci' 
(h' 


19 »</* tu * v 

-7 w -7- sin. acv+c //< v ) 
24 //i» ' 


*33 ,r/ £ ' 

7- m -7- sin. (a hi* — r roi») . 

24 «i» 


D’après 1«8 résultats que j’ai donnes dans les pages 3^3, 33 1 et 336 

du i.* r Volume, l'intégrale — 2 R,dv contiendra un tonne multiplie 

par du, et un autre multiplié par m d nt , lesquels , en considérant 
seulement les trois argumens a Ev, 2 £»'— c’wn», donneront 


i5] 


r 1 

1 2 /« * I dv.àu < 

I 

f ^ 

— 2m‘ Idv.tnH 


— im'J’i R'. (/»■ = 

('-r'') S 


I sin. a£\> 


t'sin. (a£i’-f-c’m»*)-H — î'sin. ( a£ 


Si- — c'me 


^ — 3 -t- c ' " | cos. a £e 


- y e'cos. (îEi'+c'mii) — ~ e'cos. (a £V — c'ene) 

4 4 


Mais ccs fondions doivent être ajoutées au second membre de l'équa- 
tion fia], lorsque il est question d’une approximation subséquente , et 
on doit y faire 3u = o, dnl = o, à l'égard de l’approximation actuelle, 
puisque les termes qu elles pouvaient fournir sont déjà compris dans le 
second membre de l'équation [ta]. C’est de quoi je donnerai une dé- 
monstration générale vers la fin de ce Mémoire. Néanmoins, j’ai voulu 
calculer les termes séculaires, qui dérivent des trrmrs périodiques mul- 
tipliés par , afin de mettre en évidence l'énorme altération qui en 

résulterait dans le coefficient de l'équation séculaire du moyen mouve- 
ment de la Lune, si on voulait les ajouter à eeux obtenus en supposant 
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dé 


j— = o. Tel est le motif du développement des ternies séculaires ob- 
tenus, de cette manière, par l'intégrale — a m 1 j" <î /{',</ e que je vais 

exposer, quoique, en dernière analyse , ils doivent être supprimés. 

Cela posé on aura, d’après l’équation [ij], pour la partie séculaire 
(bornée aux termes multipliés par ni*); 

(•<>]- 

Mais il y a trois autres termes du monte ordre qui doivent être cal- 
culés de 1a manière suivante. 

Le second membre de l’équation [i a] contient aussi les trois termes 
-5 t 

■+■ 4 - ni ‘et'’, cos. (2 Ev — ce ) 

4 

i 5 , , , „ , . io 5 , , , „ , . 

-7- ni et .cos. (a/ie-t-c me — ce) — -ni er.cos.(afce — c nie — ce) , 

4 I 

lesquels étant intégrés d’après la formule [i 3 ] donnent 

70 . m*e( 1 — a ni) ,dt' . , r , 

ok= — -f-siurtate — ce) 

[(1 — 3 m)* — ,] '/** 

i 5 ni* e(t — 77/) de r . j r, , 

; — tt- • s— 810. ( 2 h \ f -H c f 777 r — c ) 

^ |(i dv 

io 5 m*e (\ — 3 t») di* . . . v 

-f- ; -y- sin.(2£v — c ntv — ri») : 

2 | ( ! — 3 m)‘ — 1 j dv 

donc, en retenant seulement le. premier terme du coefficient , il est clair 
que l’on a 

[17] in = — 2^ g sin. ( a /te — ce) 

10 ne ' 

i 5 rft' . _ , , 

g- e-^- stn. ( a/te-t-c me — ce) 

35 de' . , .. 

H 7 c -7— sm. ( a et e — c me — ce) . 

a4 de ' 
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Cela posé, si l'on ajoute au second membre de l'équation [i5] les termes 

— • a.e sin. (a Ev — cv) 


l’on aura 
[. 8 ] .... 


• r ) I 

j i . v 

— 7-ej'sin. (a Ev—c'mv — cv) ) 

— a m ‘J' à R'- dv = 

, , Ç ,dt' , 1 nS i5 a45 \ 65 , , ,, 

,aTOe J‘ Té-Té— p-)=— 8 wVt • 

L’équation (A) donnée à la page 35 du second Volume contient les 
termes suivons ; 

d'.üs / 3 ,\ 




sin.(a£e — gv)y ^ — 


dv 


3 , i5 , ,, 

-m -+- — m s 
a 4 


1 


3 , . 


-+- ym’i'Ysin. (a Ev+c'mv — gv) — -^-m*i'ysin. (a£e — c'mv — gv) . 

Donc en intégrant conformément à la formule [i3], et retenant seule- 
ment le premier terme , l'on aura ; 

[*9j 3s=-h^yi , ~cos.(2Ev — gv) 

3 de 1 . „ . 

-t- pj y j-, cos. (sii'+c mv — gv) 

■ — i y cos. (a£e — c'mv — gv) . 


Il suit de là , que la fonction 

— ç ^ J 3T=- . a / sin .gv.ds -4- etc. 

qui entre dans le second membre de l’équation (II)" donnée à la page 27(1 
du 1." Volume de ma Théorie de la Lune, introduit dans le second 
membre de l’équation [la] les trois termes; 
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.45 .,V— 
3a ^ dv 

o ,ds' . 

. -*— -J Cl T 


AJ) , Ml r 

3a # dv 


sin. (a Ev-t-c'mv ) — ( a Ev — c'mv) , 

lesquels, par l'intégration, donnent; 


[ao] 


. . «5 , fdt . „ 

ou =-t- =— 7 e -j-sm. a £0 
3a ' au 


3 ,dt' . . _ r > 
-•- 7 g V a Ev+c'mv) 

— ^‘^ Ûn{3Ev — c ' mv ) 


I on aura : 


Donc, d'après l’équation [l5], 1 

[ai] — a m'j'dR'dv^ 

. . f , i i5 3 49 \ , dt' i3 , , 

I3m 7 Jdv(^-^-^L)t Tv = -^m y t' - 

Le terme affecté de l’argument Ev-+-c'mv donné A la page 7 3 du 
second Volume introduit dans l’équation [ta] le terme 

-t--^m* 6 *.i'cos.(£u-t-c'mu) , 

lequel étant intégré d’après la formule [ 1 3] donne 

. i5 m‘b‘( 1 — m-t-c'm) dt' . „ , . 

tf« = j-* f i 5 Tî'-^-sin . iv+c'mu) ; 

4f# , ,, 3 ,1 dv 

1 | ( 1 — m-+-c m) — 1 +~ m 

et comme on peut faire c'ss 1 , il est clair que l’on a; 

[aaj 0 u = — ^ — 1 ■ -j- sin. {Ev-t-c mv) . 


D’après la valeur de 3 R' donnée A la page a” 3 du 1 ." Volume, et le 
développement donné A la page 343 du même Volume, nous avons le terme 

3 
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— i rn‘ j'r/f. 3 m x b‘fdv.tu. t'sin. ( Ev-hc ' »««’) ; 
duquel nu lin 1 
... 


Maintenant, si l'on désigne |>nr Ç Çdv la partie de (\dv, née du 

iléveloppcracnt de l’intcgrale .im'flVdv, et par j Çdv la jHirtie 

de pid\> , liée du développement de l'intégrale — — . i m' jh R'dv , par 

Jçl 

la considération des termes périodiques de du multipliés par I on 

aura, séparément ; en vertu de l’équation [io]; 

Ml , 

et , d’après les équations [i6j, [18], [ai] et [a 3 ] , 

fa5] y° frfe = 

On verra plus loin la cause intrinsèque «le la séparation que nous venons 
de faire *. 

Pour obtenir les termes périodiques multipliés par , <|ui alfectent 

«les sinus dans l’expression de . nous remplacerons l'équation [ 1 1 ] 

par celle-ci; 

* F.n ajoutant les deux terme* multipliés par w « que l'on toit dans ces deux dernières équations 
atee Ir terme — — ~ m*, que j’ai donné a la page 485 du premier Volume de ma Théorie de 

la Lune, l’on obtient le terme — n»4, publié par M. Adam* dans le Volume de» Tran- 

sactions Philosophiques puur l'année 1853 (page 405). 
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[a6] R'd iz=z 

/ 357 3 / 7 5 « a \ . ,H i 5 , . „ 

, \ ( T * m ■+■ ü • — a ) s,n * cmv-h — £ sm. a E \ 

x dz f ) V J3 o m o m f H 


*■ 


3 ai» 

rrsin. ( a JEi>-+- c'me) — -gsin. ( a £e — c'me) 


16 


et nous prendrons pour lu valeur de — a du les termes suivans, fournis 
par les éejuations [i.{] , [ ■ 7] et [aa]; savoir 


[=> 7 ] 


— a . du = 


I 4 o 3 3 1 7$ e \ . 1 q:> , . ... 

I -t— m- Isin.c me — £ sm. ici 1 

de' ) ' ® a m 4 "* ' « / 

I ’9 ■ / c ' \ *33 * . .. , , l 

f - sm. (al!i> + f m e ) -l sm. ic e— e m e ) \ 

II 1 1 11 


13 

i 5 


,5 35 

1 -r-sin. (aEv-t-c'mv — ce) — — sin.(a£v— c'mv — ce) I 

de' ] 4 ' «a / 

) 75,.,,, 10 A* . . , ( 

f ■+■ -~e sut. ( ace — ce) -4- y- — j sin. (te + c m e) j 

Cela posé, l’équation 

d. dnt 


dv 


■ a d u -+• 


it‘j'li l dv , 


en prenant les tenues affectés des cosinus dans les pages 8 a 3-834 d» 
second Volume de ma Théorie de la Lune , donnera; 


[38] 


, dnt 

''• 77 = 


f 1 ")™- 

J 55 , , 

'i 1 ?' « ; cos. iEv - 4 - — cos. (aEv^-c'mv) 

I o O 

f — cos. ( 2 Eu — c 1 m v) 


c m i’ 


(*) Voyei la page 81 du second Volume de ma Théorie du mouvement de la Loue. 
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1363 

3a 


9 y* n 5 e'\ . , 

«+ if • — ■+■ 4 ) stn .ci 

o ni 8 m ! 


,rf.'J_4a5 . . 


85 . 


dv 


di'_ 

dv 


— i-^-t'sin. a Ev — -jsin.laEe-O-c'me) > 

1 34 4 » 

■^pysin.(a£e — c’mv) j 

75 , . . „ . 10 i‘ . .. , . 

4r-t stn. faite — ce)-t--r; rsin. ( h e -4-c mv) 

8 3 cm 

,5 35 

■ -j-sin. (a £e-+-c’me— ce) siu.(a£e — c'mv — ev) 


En intégrant ces termes conformément à la formule [t], et conser- 
vant seulement ceux multipliés par y— , l’on aura 


Sut =z 



735 1 a63 


16 


3a 


)-■*(¥-£ 



8/ 7 ^ 8 



d s ' 

-7- cos. c mv 
dv 



4»5v 
48 I 


, ,dt 75 ,dt' 

£ -j- cos. sic — e.t -r- 
rfe 8 ae 


cos.( a£e — ce) 


^ ra , ^|(^ + ^) cos < a £ '^ c ' mp ) -( S H " ÿ) cos(a£t ' _c ' ro ‘’ ) j 

de' i *5 . - , . 35 . „ , 

— -y- .c | -j-cos. (ace-t-c me — ce) -cos.( 3 £e — c me — ce) 


10 b de ,r . 1 \ 

= i- -v-cos. (Ee-t-c me) j 

3 m rfe 1 

[29] . . .■ ont ~— 


/, 3733 , - , 9 , 8 t £ f , 

( 3 _^_ ro _ 6 . e -2 y+ T £ l^cos.cmr 

(rfo'lagS , k- 7 5 , k \l 

' e ~dv j - T* m C0Sê v ’ — g e - cos. (a Ev — ce) > 
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dl' l 1 5 „ , 35 , ( 

- .e f -^-cos. (a £ v-*-c mv — cv) cos. ( a b. v — c me — ce) j 


f/e 


10 £ </e , „ , , 

5 s • —s— COS. ( £ V+f WP ) . 

3 m rfe 


rf.-' 


Ces termes périodiques multipliés par -j- sont insensibles. On voit 


par les équations [i.J], [17], [19] et [aï] qu’il y en a de semblables 
dans les expressions de tu et ts. 

L’inégalité lunaire ayant pour argument Ev-t-c'mv constitue une 
espèce «le seconde é«{uation «lu centre , analogue à celle rencontrée par 
Eui.er (en 1747) dans ses premières recherches sur les inégalités pla- 
nétaires. Il est remaixjuable ( abstraction faite «le l’excessive petitesse ) , 
que le cosinus de ce meme argument ait , dans l’expression de la lon- 
gitude moyenne «le la Lune en fonction de sa longituile vraie, un coef- 
(icicnt foi-mé du produit de la «juantité séculaire 


de' b * 

Tv l ,ar m' 


179 . 
400 


En renversant l'équation cjui donne la longitude moyenne de la Lune 
en fonction de sa longitude vraie, les coefiiciens de l’équation [39] affectés 
des argumens a Ev , lEv -e~c' mv , 3 Ev — c'mv , outre le change- 
ment de signe , subissent une modification facile à calculer de la ma- 
nière suivante. Soit 

F(v) = 3 cos. c' me 
</«> 


i*| — 3 t'sin. (a Ev-t-c'm v ) — i~£'sin. (a/te — c'mc)| . 


En faisant le carré «le cette fonction de v , et retenant seulement les 
argumens a Ev , 3 Ev-e-c'mv , 3 Ev — c'mv, l’on aura; 


[F(o)]‘= m*.«'J-(”_^-)sin.a£c 


— ' -j- | sin. (a £*>-+-c'/nt>)-t-sm.( »Ev — c' mv) j 
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Dont-, en dillcrentiant par rapport à v, l’on aura 

i rf.|F(r)l‘ = 

3 dv 

qq , ,dî' „ 33 ,ds\ „ . . . „ , 

— g m £ yj cos. 3 /lv g-m -j- jcos. (2 t i'+c im')4-cos.(î h v — cm c) J . 

11 suit de là, et de la formule donnée dans la page 5oa du i." 
Volume, que l’on a 

e = „ Çfrdt - = ÿ ) rn'd cos. (a Ent) 

“( fl -t-Ç = ^) m *^cos.(3£n£ + £-',„.„0 

/ii3 33 3 1 5 \ ,dt' , , 

^-( l 8 — 8 =18 

-♦-etc. 

§ IH. 

Calcul des termes cotisions du ordre appartenons au 

coefficient de »'* dans le développement des deux intégrales 

1 dv , — 3 ra •dv . 

En imitant la marche du calcul précédent, il faut d’abord chercher 
la jiartie produite par les formules [5] et [ 7 ]. Pour cela, on prendra 


[3o] /{'= 

— sin. 2 Ev-t- — e, s'*sin. (2 Ev — cv) 

4 a 

l 3 j| 

-4- t' ! — ^sin.(3£e-t-c'rov<) -t--^-sin . (nEv — c'mv ) 

! 3 21 

— sin.(a£e-4-c , mt>— cv)— — sin.(a£e— c'mv — cv) j ; 
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/ I I , 5q , 4^ » 3 A . 

( — m —m +-i»e H — 77/117 I sm. 2 hv 

\ 8 12 16 10 ‘ 1 


me.sxn. (iEv — cv ) 

4 


/ 11 5q , 45 > 3 A , . , „ , . 

(T6 m - 4 -48 m “73 e {**'>+* mv ) 

^ — îg m — m ' •+■ ^4- e’-f- y*^ m s', su. ( 2 Ex' —c’inv) 

! i 5 35 I 

-j-sin. (2 A’ v- 4 -c'/» v — ce) — sin.{ 2 A’r — c'mi' — cv) J - 


Cela posé l’on aura 


— 2 m ‘J" R'dv — 

„ i5 / 5 q , 45 , 3 A . , „ i5 i5 

1 ■ -7- ( H r 

4 \ 12 16 10 ' / 24 


» 1 » 3/59 , i5 , 3 A J( »2' / 4‘3 , 

•8(p m -^ e -T6>;- rai£ *"§"( Ï6 m 


. > .. /3 i5 21 35 \ 

- m -“ Ut-t t ) 5 


d’où l'on tire 


r , î , f 1 l >5g3 . 885 , 33 A 3 

[32]... -2mjB'rfv=(-^- ra *_ lre -g^yJmV . 

Maintenant, si nous considérons d’abord les ternies produits par Sut , 
on aura, au lieu de l’équation [ 1 5] ; 
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r 

àlt'dv = 


— im‘ j'i 


r * 

— i» 1 I dv .tint < 3 

J — Z et 


1 — 3 cos. a£u-+-6e.cos.(a/?u — cv) 

3 G 3 

-j £ 'cos. (a Ev-t-c'mv) j- f’cos. (a Ev — c'm u) 


cos. (a Ev-^-c’mv — eu) 


[ 63 , , , 

I -I- — e. £ cos. (aie — c mv — cv) 

doue en réduisant la valeur de ont qui compose le second membre de 
l’équation [ag] à; 

„ ag 5 , ,dt' e 5 ,di' „ . 

ont = ro £ —r- cos. a Au — 4r c. £ —r- cos. (a Au — eu) 

34 «u 8 dv 

| ^“jcos ( aAu-f-e'mu) — i^cos. (a Ev — e'mu) j 


dt 1 l i 5 


dv 


35 


— cos. (a A'u-+-c’mu — cu)H — -cos. laEv— c'mv— cu)> ; 

4 ' 12 1 


l'on aura 

[ 34 ] ... 

L J I \ 16 ia8 ia8 3 a / 

/ aa 5 45 735 io 5 \ , , ,, 

• t -(—- 4 -37 + k = — ) mW ' 

La même fonction renferme aussi le terme 

— a m ‘J' a H 1 <lv = — 2 m’j'dv .dnt. ( ta .iu. cos .a Ev) ; 

(Voyez les pages 273 et 33 1 du 1." Volume): donc eu prenant (Voyez 
page 16 du second Volume) 

du=roV j — — cos. (iEv-^-c'mv )-f- 2 cos. (a Ev — c'mv) | ; 

ont = j- r cos.cmi’ ; 

dv 
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a 5 


l’on aura 


12. Su.cos. a Evss 1 8. /»* cos. c'mv ; 
et par conséquent 

[ 35 ] — 2 ro* — 27. mV*. 

En réunissant ce terme avec ceux de l’équation [ 34 ] l’on aura 

[ 36 ] —2 

Avant d’aller plus loin, nous allons ajouter à la valeur de 3 s fournir 
par l’équation [19] les termes de l’ordre suivant. Pour cela nous avons 
l’équation (Voyez la page 201 du second Volume) 


d\ 3 s 




dv 

sin.( 2 £v — gv)-y | — ^ ro’-t- 

-+- sin. (2 Ev-t-c'mv — g v )-‘'y ^ 

-t-sin.( 2 £v — c'mv— gv). t'y ^ — l[ m ‘ — Sa” 3 ) ’ 
laquelle étant intégrée à l’aide de la formule [ 1 3] , donne ; 

9 f£ ) ' dl ' (l_3m) (T^t? m ) 

9j= COS .(2 Ev-gv).yt.-^ 4(TT7^ 

, r , dt' 

- 4 - cos. (2 hv - 4 - cm v—gv). y. -j- — — — n 

0 dv 2(1-+ -m) 

, r , 4 dt> (t-3m)(-j~g m ) 

+cos.(2 Ev-cmv-gv).-,.^ l8( r _ m y i 

c’est-à-dire , en négligeant les puissances de m supérieures à la première ; 

4 


Digitized by Google 



ato 


MÉMOIRE SUR I.’ ÉQUATION SÉCULAIRE ETC. 

dl' ! 13 201 


(3,)... is= COS.(2 

. _ , rff'/ 3 33 \ 

-+.<os.(a£eH-c mi — 

-*-cos.(a£i— c'm V -gv).y.ÏL(-l+^ m ') 


Il suit de là que la fonction 


— q(^)iT=z*.iy.sin.gv.ds , 


ilmme 
(38] . 


-<W T - 

_ , , di' /AS 6o3 \ 

stn.aie.v, 

+sin.( 2 £e+c'»v). 7 *.^(^+^m) 

+ sin.( a £o- C 'mo)./.^(-^+lgm) 


lin intégrant les termes de l’équation 


tJ' 


— ajfl'rfp = 

,5 ‘/‘ 


É f Vt».sin. 2 £v— id.cJ f M sin. (a Ev — cv)dv 
(/e.t’sin. (a fie-l-c'/ne) — — dy.i'sin. ( a Ev — c'mv) 

— 3e^|" rf‘'-* , sin.(a£o+-c'i»o — Cr)- 4 -ai .ej'rfe.£ , sin.(a£e — c'mv— cv) 

— 7 b'J'dii. t'sin. (£e -t-c'm e) , 

à l’aide du troisième terme de la formule [i], l’on aura 
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— 3 ^* R'dv r= 


de’ 

dv ) 4 (i — m) 
de’ 1 3 


1J jsin. iEv — 77-^r~T» s ' n - (*Ev — ce)! 


( i — a m)‘ 


dv ) a(a — m) 

3 

ds 


sin.(a Ev- 4 -c'mv)- 


dv 


(i — m 
ai 

( i — 3m) 


a (a — 3 m) 

-sin. (a Ev + c'mv — ce) 


îsin. (a Ev — c'mv ) 


sin. (a Ev — c'mv — ev) 




d’où l’on tire 

[ 39 ] 


— 3m ‘J’ R'dv = 


«V. ^r; • j-^ ( i -4- am)sin. a Ev — 3o.e (i + 4m)sin. (a £e 


— ev) 




g ( i -+- a m) sin. (a Ev-i-c'mv) 
— t sin. (lEv — c'mv) I 


j ( , I — 3 (i ■+■ am)sin.{a£o-(-c'me — ce)i 
-hrn'e . -=-• j | 

av j -4-ai(i-4-3m)sin.(a£v — c'mv — ce)] 



, de' 

SU 


sin. (E v -+- c'm v ) . 


En réunissant les termes posés dans le second membre des équa- 
tions [38] et [3g] avec ceux que l’on empruntera aux pages 7 3 et 4o6 
du second Volume, nous formerons l’équation analogue à l’équation [la] 
qui nous fournira la valeur de 5 « nécessaire pour l’objet actuel ; savoir 
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t d'.du ( 3 ,\ 4 

'J 

„ i di' / 15 , 45 > i5 . 6o3 

S m. a £u. t . Z7 ( T m -4-^y +_ ra -__ ra y) 

- 4 - sin ( a£v> — cv)e.t'. —j- ( — 3oro’) 

• # c , . </t'/ 3»q 3 , 99 ,\ 

+sia(a£v+c , niii). ldv\S m +S * ) 

- 4 -sm.(a£e-cmv,).^( — g-m -^7 — J 

-+- sin. (a£e- 4 - c'me — cv)e.‘^( — 3m‘) 

- 4 - sin. (aEv — c’mv — ci>)e.^L (ai ra”) 

-4- sin. (£v> H- c'mv). — ^ 

-4- cos. a Ev.e”m' ^ — “T'”) 

-4-cos.(a£v> — cv)e.t ,% rn | 2^-4-^^ ra^ 

- 4 -cos.(a£v- 4 -c'/nv>).t' ^ ^ ra‘ — gra , -4--^T»iy‘^ 

/ r 1 . , /21 , 63 , ai ,\ 

- 4 -cos.(a£t> — c mv).s I — m - 4 --g-m — yg ray J 

- 4 - cos. (aEv-t-c’mv — — !T^ m ) 

/r- 1 v » 1 / »°5 33q3 \ 

-4-cos.(a£v> — c mv — cv).me.t ^ 3a 

-4-cos. (Ev-\-c'mv).i' m'b' . 


En intégrant celle équation , conformément à la formule [i3] pour les 
tenues affectés (le cosinus, et par le principe ordinaire pour les termes 
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affectés de sinus , l’on aura le résultat suivant ; 


( i f 1 5 , 45 , i5 , 6o3 ,1/ 8 \) 

sin. zEv.t'-j- ! > 

*1 8 ,. . / 15 .5 16 \ l 

["*”g ro (‘ m ) ("â"‘*”" 4 ' m / (' ’ + "‘T”/ ) 

-*-sin.(a£e— i(i— î™)(^+^>»)(i +l m )\ 

rff ,l (s ro ' + i-'S ro, +â m ^( ,+ 3 m ) I 

- 4 -sin.(a£e-+-cW)- 7 - J \ 

|_î( 3 _ m) [_ ( . -f § 

! / 1 » T , 3 1 . I o3 A , , . 1 

8 ra - pï -T "* + 384 m ^ J - 1 - 4 m > 

\ 

— ^ (a— 3 m) pj- ro*-+- ^ m* — ^ m 7 * j ( t -+- 8 m) | 
4 -sin.(a£e-hc’mv— cv)e.^ j^ra — ^(1 — ,n )^~r — ~5^ m )( I *^* 4 m )J 

- 4 - sin. ( a £v— c/my- cv)e. ^ |-2 to- 1 -3m)|- ( 1 4-4 m) | 

, .de' l 1 ,, 4 / *5 i35 \l 

• 4 -sm. (£v-4-c ro ,).^ r J --6 4 ----,(- T 4 — 8 -m)j ; 

qui se réduit à celui-ci, en négligeant les termes inutiles |>our le degré 
d’approximation dont il est ici question ; 


- 4 -sin.(a£i>-+-cW) ~ 


4-sin.(a£v — dmv)'^ 


sin. a Ev 


| q5 , 1 5 , / 5 10 aqo 685 \ , i 

1 -i» + r j + -+ T +— =-r )m' \ 

d A ia 3a' \a 3 9 18 / | 


( aoi 5 iiq\ , 

— âS5" + *4 == a^) rar 
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. ,. . , rfî'l 75 / 15 a85 aa5 aa5\ I 

+ sm.(afiv- C u) e . t '.^j-i B +( T - 7ïg — 57 =-_)mj 

l ^ 

^ U 


1 1 i3 i3o\ .1 

a ■ 1+7 + — = — ^ J wi’J 

8 O 6 9 7 a / / 


7/33 1 1 33 \ . 

( "M 7a8 ^ = Tart ) m / 


•33 , 7 . 

“7T m 


f 7 2 EL 9 5 9\ 

8 a a 3 a4 / 


-*-sin.(a£V — c'nu>).^-<-»- | 

/ /io3 7 7 io3\ , ^ 

\ -t_ \384 ia^ia 384 ) ”* 7 ; 

„ , . rfs'l i5 /a37 43 ia3\ ( 

ëf)-| 


, , . rft'135 /'377 35 >4 

S V' — c mv CV )e. — r — r = — 


sin. (a£v — c'mv — cv)e. 


d i’ )a 4 \ 64 a 4 19 a 


. . . ds'\ 5 6‘ i5 b‘ 

-H sin. {Ev-t-c mv). -j-{ — t- — H 

dv I 3 ni a m 

Maintenant si l'on établit l’equation 


M»] 




SR'.dv = 

sin.afv — (a-t- am ).esin. (iEv — cv) ^ 

1 — - s'sin. (a Ev-t-c'm v)-h- {'sin. (a fs v — c'mv) 


,*J dv.iu +(f*-™')c.t's\n.{aEv+c‘mv— cv) 

j — e.t'sin.( afsv — c'mv — cv) 


; 


-^ 6 V. sin. (Ev-hc'mv) 
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3t 


formée d’après les développements donnés dans les pages a^3, 336 et 343 
du 1.” Volume on trouvera, que, avec la valeur précédente de du , l’on a 



Donc, en conservant seulement les termes du 7."”' ordre, l’on aura 


[43] 


— am* JdK'dv= 


/685 

V~6" 


6713 


48 


16 


1 a33 \ , , , 

— H* 


/ 3 4 7 5 549 iaS. ; 

\ 64 64 


w 




/ 35 7 99 . 7 3 1 979 \ 

\ a5ü a56 a56 a56 / 




aa5 

3a 


mb k . 


Eu sommant les termes donnés par les équations [36] et [43], nous 
aurons 
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[ 44 ] — 3171 * J'iR'dl’S: 

/ 345 1 ; ia33 i33ai \ s ,, 

\ 3a 4 3a / 

\ a 64 64 / a56 ' 3a 

Les équations [3a] et [44] ajoutent au second membre des équations 
[a4] et [a5] les termes suivans; savoir: 

[45] J'\dv = — 1.2m'f R’dv = 

[46] f " Çdv=: — Î.2m‘ fdR'dv= 

§ IV. 

Calcul des termes cotisions du et 7“ m ’ ordre appartenons 
ou coefficient de é * dans le développement de l’intégrale 


— am'J" R 1 dv 


Et expression des termes additionnels au coefficient primitif 
de l’équation séculaire du moyen mouvement de la Lune. 

En prenant 

[ 47 ] *'= (-j-T e '-*-£‘'‘) l '‘ sin - aEv 

-+• — . ej'*sin. ( 3 Eu — Cv) 
a ' ' 
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-t- | — 7 — g e‘-t- • «’-sin. ( ai'w-t-c'ro »’) 

1 ^ *' s > n - (a Ev — c'mv) 

-*-|7-+-7'n-t-g<?‘ — gy‘| .ci'. sm.(a£f •4>c'mt' — ci») 

/ ai 63 63 , ai A , . . _ . 

-t - 1 — m g-e -+• -g-*/ J. et .sin.{ abv — c m t> — Ci» ) 

1 5 

g- .eV. sin. ( i£v + c'wi' — acn) 


1 1 f • / •• > V 

— 5— . <? « .sin. (î/iv — c mi» — 2 cv») 

O 

■ g . AV. sin. (Ev+c'mv) 

-g. b't'. sin. (Ev — c'mv) ; 


i ii , 5 o . ia .3 , 8 q 3 , 55 , . 

I — -s-m - in 1 -f- y — m * h — 7 m t 

18 12 10 16 ' 73 16 

6 o 3 , , 47 » • a 855 , 33760 , , 

•"-ST ra e ^ 64 m 7 ~ w raV 


1 sin. a E i’ 


r^ ro, 7 -S me ‘ 7 *-â ro7, ) 

l i 5 385 , 17347 , i 5 ,21 / ,, . 

-1- j T m ^g" m m’-tr — m e — m y*| esm. (*kv — cv ) 

I 11 5o , 45 a 3 , 30 09 A 


37 * 1 1 20 65711 t , 4 2 ^7 , » ( # • / ,- r X 

— -7T mv — m ’-4- — £ — 7- me — jw v > m i . sui.f 2 1 mv) 

j 64 # 43 a 1024 3072 # . v 7 


3o , , 45 A O 225 j4 

•$ e -'+k c +W 
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o5 
7G~ 


7 7 4*3 » io5 , 

— — m — -2-^-mn „-e 


16 ' 


7°°3 \ 

•* OT* 


6o 


^ fU n 

64 

1 

1. * *443 


toa4 

m / 

| t5 i5 

m — 

) 35 

■77 5 

/ 4 

3a 


•Si. 

lO 


I 28 


IOJ 31 

'ïïr < ’ ,_ 54' 


ia8 


•+•^01^*5'. siii. (jfi'+c'mv — 2 eu) 
io5 , , , 

rc me î. sin. ( a eu — <• mu — a eu ) 

10 ' 


— 7 m 1 ^**' s i n -( Ev+c' m u) 


— -^-/«AVsin . (Ev — c'mv) . 

En appliquant à ces deux fonctions les formules [5], [7], («) , sui- 
vant les valeurs des exposans désignes par g et X; et tenant compte 
des ternies du 8.""" ordre, de la forme dm't 1 ', l’on obtiendra les 
termes suivans : 

I 

fl'rfu 


—"‘J 




8*)'^ , 6 o 3 a 1 4 7 lit itit 1 ib 

— m ■ -+- -77-r c +^m 7 -+- T. m s 

7a 64 b4 2 10 


, tà .. a855 

m , — c — 


1 


J55 

108 


s+Hî*® ,„V +ll42 M ‘y ‘ 

j iuu IO 34 00^2 

I — ii mr y— K< m y* 


16 ■■■• ' 64 

, i5 , 11 , 5o a âS 

. — es l — m 1--* 


■ ni . — es 
2 


à 5-m 7 

(8 ta ib io f 


* 39 f / 11 

-îî' ( 8“ m ) 
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, i5 , 385 , 17347 , l5 ,21 ,\ 

~ m T et {~^ m - J ki6 m - h ir me +T m ') 




a 9 


37 . 

.Iiî2 m 

. , 65 7*‘ 

5^B m “ 

6 4 " ,fi 

■64 

43a 

ioa4 

4^3 7 , 

7 W 

307Q 

. 39 , 

7 


64 

1 20 


■ t 

r 


— - 7 e ’ — 7» '/*( 
4 16 48 16 16 * ( 


3 3 


l 3a 4 




‘-'"T ' 1 


7 oo 3 , io 83 , 173 , 6077 

. 1 m 5 -A- tfi #> -i. £ m »i LjL ni • 

64 


. me-t—gj-nr/ m ■ 

64 64 t 6 


. 1 - 

J 170573 , , ii 443 , , qi , , io5 . ai , 

(*- 1 - 75 ' » — ÜT' -îiî ' 


/ 


21 , #t 1 77 4 1 3 , io5 

~eV I— ^ i» — 2 -x-m - 4 — 7 -* 
16 i(> 


-m\— e 1 

4 


16 


’ 76 7 


I 36q 3 77 , 

I— 37TTé m * 


3 |5_ , ®9 | 3 _ » >5.. ai .( 

4 e 1 3a m ïTk ~ m ~T ~T 7 | 


+”*T e ‘ 




1775 32601 , 35 , 49 » 
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. IOO IOO , . , a 

-g -«WW 7î 

io 10 iu 16 


i5 45 

-rz — m’e' 
,b ib 


Donc «11 réunissant les termes affectés du même coefficient littéral , 
l’on aura 



8a5 4 3 9 

99 

85a39 

34353 \ 

1 a8”*~ a56 

3048 

ao48 

,034 ) 

4465 . 

a 9 . 1 

147063 _ 

00 

CO 

$ 

J 

96 

,536 

5ia 

768 / 


9045 


a 56 


i 65 _ j a ;5 397 33 4 >643 


,6 


3 a 


5 1 a 64 5 1 a 


1617 

“6T 


_ 45 _ 

45 

37375 

aao 5 _ 

1 a 8 

3 a 

1 38 

3 a 

705 

1 1 1 

3633 _ 


a 56 

5 ia 

5 ia 

a 56 

,427 

5 

1129 _ ,37617 

>44 


I 103 

,a8 


a 56 


5 o 6535 


l 4^9« 

358 ao 33 

■<■+■ -s — é 


43 o 5 1 

48 

ai )5 _ a 6 oao 5 _ 197 133 
‘ t - ■ t b 1 t 


m\t" 

59 I 


8 

8(173 


8192 64 


819a 64 

5 6865 1 t 


56739 


> m*e\ j'* 


5 i a 


^ m'e'.t' 


a56 


5,2 


1 1 i 8 a 5 
a 56 


= _91 


1 a 65 


2048 


\a 5745 _ 4 a 37 

) 4096 8,93 


a|o3o3 = _^/ . jf . 

819a 4°9^ \ 9 
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i 

585 

, 4!_ 

3 1 5 

1 

1 1 ” 

191 1 

1 4 ” 

63 

i_ 

! 

\ 

64 

3a 

16 

1 38 " + " 

1 38 

«4 ‘ 

H 

f 

1 m 

| 

L 

.45^. 

1039 

1 

SJ 

J 


663 


1 


64 

32 

64 

54 ^ 

3a 



I 

,L 

■ 35 

2 7 

. 44l = 

h- . 22.1 

j n» J y\ £ 

fi 



1 

a56 

5l2 

5 13 

a 56 1 




l 

67 a 

225 

i35 

1 

1 35 

aao5 

aao5 _ 4S 

) 

3a 

” 76“ 

“T^ - 

DI 2 

64 + 

5ia 

64 

3a | 

/_ 

1 35 

7 35 

2205 

675 

t ioa5 

— — t . 

lo455 1 


6't 

* 3a 

~~W" 

a56"*" 

3 56 ' 

— ”7“ 

1 38 


1 5 



325 

■ 35 

1 

1 35 

_45| 

[ ni 4 A \ 


3 2 

Ifl u . 

£ +1 

I 38 

64 

ia 8 

TB 1 

? ni u 

£ 




Cela posé si I on réunit ccs termes avec ceux déterminés par nos 
équations [10] et [44 ] > 011 aura, pour la totalité des termes fournis par 

le développement de l’intégrale —2 le résultat suivant; 



— a m * j 

^R'dv 

= 

495 , , 

1 5q3 , 

885 

33 

64 

-sr — m ô — m 

32 32 

'*■ ~64 m ^ 

184881 ) 

+ 768*"' 

t 664o5 
a56 

m*e‘ — 

1 167 , 

• 356 '"' 

1 43 o 5 l m’ 

97 1 a65 

f , 

96535 


3048 


4096 * 

663 


, . io455 . . 

-f- -r — m l e ’ 
32 


T+- 

TW me 


-+- ^ro‘6< — 

3 a 16 


34353 , ,, 
• — — -r mV 

1034 
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Doue, en établissant les équations 


il suffit ici de faire 

(■ 


n = m‘J R'dv ; ^ = i — a m’J'B'dv , 

“)(£)=-;■*>* j*''* ; 


et de multiplier par i — m ' les tennes du second membre de celte équa- 
tion, pour avoir ceux qui doivent être ajoutés aux eoefficiens des deux 
intégrales 

— £'*) ; — , 

dans l’expression de l’intégrale donnée à la page 485 du premier 

Yolume de ma Théorie de la Lune. C’est ce qui devient clair en con- 
sultant la page 85a du second Volume et les pages 3a i et 8oa du troisième. 

En désignant par Ç Çd v la somme de ces tennes additionnels, le ré- 
sultat de ce calcul sera renfermé dans cette équation , savoir 


[ 5 .] 


/<*- 


>485 . 

-TT «*♦-»- 

1 a8 

4779 i a655 , 

■64 m — W me 

/ 1 84889 

■ 485 1 

'TtWl ». 

\ 5ia 

138 

5ia ) 

35oi t , 

— m 

/ 43o5 1 

1 4779 _ 


64 


ttH >/*<•'■-*•> 


I *9 1 3 795 at>33 

\ 4096 64 


4096 


45 

S4 m b 
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Nous avons supprimés les termes tlu ordre multipliés par m'y’, 
'■/ { , m’e *, /u’i parccquc ces tenues n’ont pas été consi- 
dérés dans nos développements primitifs. 

Je dois faire observer que dans le second membre de l'équation dif- 
férentielle en 3 s, il y a la fonction a J’/x*. •/ sin. g v I R,dv , qui, en y 

3 I 

faisant l J — -ni*, n'ss» 1 , et prenant pour — am*lü,<fi> la seule partie 
4 q 5 

séculaire —— m ' £ ' ‘ fournie |>ar notre équation [10], y introduit le terme 
du neuvième ordre , 

3 Pfi'.ysm.gv [ R,dv : 


L 5a î 


I .|B J 6 ta 

TÏ8 m ‘ f sm -8 v ■ 


Mais ce terme donnerait des quantités du sixième ordre, et notre ap- 
proximation a été bornée aux quantités du cinquième ordre dans le coef- 
ficient de l'équation séculaire du mouvement tlu nœud de la Lnne ( Vovcz 
la page 195 tlu 3 .*"' Volume de ma Théorie de la Lune). 

Il y a un tenue semblable dans l’expression du mouvement du pé- 
rigée, tld à la fonction 

J f*‘- 9 Q' 


■7 


- . e cos. cv. 


f 




qui fait partie du second membre de l'équation (II)' 1 donnée à la page 377 
de mon 1." Volume. Car, en posant - — p — ,= 1 et Ç>' = — — m*, il est 
rlnir que, au lieu de l'équation [ 5 a], l’on aura 


[53] 


iH’.qQ' 

— — .eeos.ee. 
<+•7 


.J R,dv = ■[^^m‘j”.ecos.c<’ ; 


c’est-à-dire un tenne qui donnerait des quantités du sixième ordre , tandis 
que nous avons borné l’approximaliou à celles tlu ciru/uième tlans le 
calcul du coefficient tle l'équation séculaire relativement au mouvement 
tlu périgée ( Voyez l a page 39a du 3 .*“" Volume ). 

Avant de terminer ce § j'ajouterai ici l'équation séculaire de l’ano- 
malie , et celle tle l’argument tle latitude de la Lune. La première est 

composée par la somme algébrique j'çdv dv , et la seconde par 
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la somme 


MÉMOIRE SUR LIQUATION SÉCULAIRE ETC. 
h+f Sdv. Ainsi, en appliquant l’équation désignée par 
(k) dans le préambule de ce Mémoire, aux valeurs des intégrales joi/e, 

j~ 5 t/t’ posées dans les pages 485 et 486 du premier Volume de mon 
ouvrage, l'on aura 

(k") J" Çdi>-i-J’adv = 


ai . 8aD , 6o35i . i8i6a33 . 

— m -h —— m‘- 1 — ni*- 1 — m ■ 

o oa 


JS (T* 


1024 


1 38 i) % 

60293 

128 m + 

5 i 2 

23 7 

10401 

128 

5 i 2 


i -t-e 


103 , 223 

¥" i+ T“ 


I 

> J — £’*) 


(k"') 


j Jd>('’*-E'*) ; 

1^*1 Odv ss 


3 , 33 , 1281 79785 , 

î m , + r i»' + -= r i* , + iVJ m- 

8 32 230 1024 


* ^ i-Lll 24^22 m 3 l \ j , /*,(,>•_£»*) 

r • a 1 , 3 , , 

Les première tenues — m et -ni de ces équations sont ceux 
trouvés par Lapi.ace en 1787 (*). Plus tard (en 1802) il a reconnu 


(') Voyez la page 957 du Volume de l'Académie de> Sciences de Paris ponr l'année 17HI*. 
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que les quantités du 3.'*“' et du 4- 1 *”' ordre augmentaient considérable- 
ment l'équation séculaire du périgée , sans reconnaître, en même temps , 
que les quantités du même ordre modifient aussi, sensiblement, l'équa- 
tion séculaire du moyen mouvement (Lisez la page 337 du 3.““' Volume 
de la Mécanique Céleste). 


§ V. 

/ Il 

Çdv (fans les équa- 
tions [a5] et [ 46 ] ] , née des termes périodiques de tu 
et int multipliés par , est étrangère à l’équation sé- 
culaire du moyen mouvement de la Lune. 


Pour démontrer cette proposition , il est indispensable de remonter 

/ " 

Çdv , afin de faire concevoir, que les 

expressions, soit de Su, soit de Snt , obtenues jusqu’aux quantités 
d’un ordre déterminé, ne doivent pas être substituées dans les inté- 
grales de la forme 

A fdv . S u .t' 1 sin. (kv-+- (i — gr') ; 

A'Jdv.Snt.t' , cos.(kv -*-$ — gr’) , 

qui entrent dans les équations différentielles mêmes qui ont été intégrées. 
Pour avoir égard dans l’intégration, non seulement à la variabilité sé- 
culaire, inhérente aux élémens c’ et r' de l’orbite de la Terre, mais 
aussi aux termes périodiques multipliés par les coefficicns différentiels de 
ces mêmes élémens, on doit faire Su= o, Snt = o dans les fonctions 
qu’on sait ne pouvoir donner que des quantités de l’ordre subséquent. 

Transportons nous au commencement de ce Mémoire , et examinons 
de plus près la valeur de x déterminée par l’équation 

(A) x=Bf'dv.t'>sm.(kv- i .p—gz') , 

G 
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lorsqu’on y fait , 


î''cos.£r' = Afcos. (pv-i-q)-t- Af'cos. (p' v-t-q')-t-clc. ; 

e' f sin.gr' = M s\n.(pv-+-q)-t- M' sin. (p'u-f-q')-*- etc. , 

après avoir calculé séparément , à l'aide de nos trois formules [5] , [y] , 
et (a) la partie séculaire née des termes multipliés par A v , que l’on 
voit dans l'équation [a]. 

Sous une forme concise, nous écrirons 


l t' 1 cos.gr' Afcos. (pv -*-o) , 

(A') 

f e't sin. gr' = I.- Msin.(pv-hq ) ; ■ 
ce qui transforme la valeur précédente en x en celle-ci; 

x = sj'tiv.ï. M sin. ( A: v — |— j3 — pv — q) , 

et doime , en exécutant l’intégration indiquée ; 

M 

(A") ar = — B-2- — -eos .(kv-t-fl — pv — q) . 


Cette formule exige, en général, la connaissance des eoefficiens M, M', 
M", etc.; p, p\ p" , etc. Mais, dans le cas particulier, où tous les 
rocfliciens p , p', p", etc. sont très-petits en comparaison du coefficient 
désigné par k , on peut remplacer 


M 

k—P 


par 


Ml 

TV 


P 

k 


P 

P 


-etc.) i 


et alors la valeur précédente de x peut, d'abord , être écrite ainsi ; 


— ^ jcos. (Ae-*-(3)- ï- Afcos- (/»e-t-^)-t-sm. (te Afsin. (pv-*-q)[ 

fl 

— ^ jcos. (Are - 4 - p )T p A/cos. (y>e-+-q)-t- sin. (Ae-t-j3)-E^ A/sin.(/>e- 4 -q)j 

— p jcos. (A: e -+- |3 ) • 1p‘M cos. (pv -t-q) sin. (Are -t-/3) • 2-p‘M sin. (pv -+- q ) [ 

— etc. 
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Or, il est clair, que la première ligne du second membre de cettr 
équation est équivalente au terme 

— £.{'*cos.(*e-H(3 — gr') : 

donc, en négligeant les termes multipliés par p , p‘, etc. qui sont, en 
réalité , très-petits comparativement au premier terme , on peut réduire 
la valeur de .r à 

( A '") x= — j.t''coa.(kv-t-^ — gx’) ; 


c'est-à-dire à la valeur que l’on obtient immédiatement, en intégrant le 
second membre de l’équation (A) , comme si les élémens i ' et r' étaient 
des quantités tout-à-fait constantes. De sorte que, pour avoir égard à 
leur variabilité séculaire , il suffit de calculer les termes périodiques avec 
les valeurs variables de ces memes élémens. C’est sur ce principe, qui 
facilite singulièrement les intégrations , qu’est fondé le développement 
de tous les coefficiens qui affectent les termes périodiques appartenans 
aux trois perturbations 3s, 3«, 3 nt des coordonnées elliptiques de la 
Lune. Mais , si on demande en outre , que les intégrations soient con- 
duites de manière à pouvoir tenir compte des coefficiens différentiels des 
élémens s’ et r’, il suffira d’observer, que la série précédente revient 
à dire que l’on a ; 

(A”) jc — — j «'«cos.(Av>-t-|S — gx') 


B \ — • «v (/.[«'* sin.g-T'] ^ d .[ t ‘« c os.gr'] ( 

dv 

rf'.IV'cos.gr'f 
— 1 — j — 1 -+• sir 
a v 


B\ ,, O, rf'.rt'»cos.^r'] . .. d*.[t'«sin.gT']f 

-f-p |cos. (*»-<- J3).- l - g^ . « - J -t-sm.(*u^-p). 


b 

■ etc. ; 


dv' 


ce qui offre le moyen d’exprimer indéfiniment la valeur de x par les 

_ . • . d,' d'd dx ' d'd 

coefficiens différentiels -y- , -r-r , etc. : -j — , — p- r , etc- 
dv dv d v> dv 
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L'uquation différentielle du second ordre qui détermine Su, peut 
être intégrée d’une manière analogue, après l avoir préparée de manière 
que les fonctions inconnues, de la forme 


J'dc.Su. F(v) , J'dv Sri/ ,f(v) , 

ne puissent produire aucun terme de l’ordre auquel on veut que l'ap- 
proximation soit poussée. Alors, la question est réduite à intégrer une 
équation de la forme ; 

(D) 


d*' 


■i‘.Su = 


ff.t' , cos.(kv-+-lï—gT') — Bj'dt’.t' t sin.(kv-t-p — gr') , 
pour chaque terme périodique <juc l’on veut considérer. 

,3 

Ici, i’=i— -/n‘, et le terme que je laisse affecté du signe in- 
tégral, est celui né du développement de la fonction - 11 » j* ,dv . 

En vertu des deux équations (A'), cette équation est équivalente à 
celle-ci ; 

(IV) 


<rè‘ 


• i'SiL — 
- M 


H ■ Z - A/cos. (kv-t- 13— pv— «y ) -+-J5 • Z* t cos. ( kv-t- 13 — pv — q) 

K “ P 


Donc , en intégrant d’après le prinrqie ordinaire , ce qui est pennis , 
puisque , ici , les coefficiens sont des quantités absolument constantes , si 
l’on fiait , pour plus de simplicité ; 


l’on aura 

(D'') ... 


Ni 


M 

: (k-p)'-i' ; 


Su — 



HT., N cos. (kv-k-fi — pv — q )•+•/} -T. G cos. (kv-b(i—pv — q) . 


Maintenant, si l’on néglige le carré de p , l’on a 
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xr Af 2 k.pM 

•' 71 . i . •> . a I 

* — I (A — I ) 


G = 

donc, en faisant 


Af 


P M 




**î 

j4 — k i — p‘ ; 


c _ B 

C “T ’ 


l’équation (D") donne 

(D 1 ”) 3u— 4-î'Mcos.(kv + fi — pv — q) 

+ ^^.2.pMcos.(kv-t-P—pv — q) . 

Cela posé, si l’on observe que, 

I- Afcos.(<rw-4-p — pv — q) — cos. (A , v-+-p).e'*cos.g , r' 

-t-sin. ( A: -f- p ) . *'» sin-gr' ; 

L-p Afcos. (Àe-f- P — pv — q)— cos. ( kv-k- t* ’d - J 

.. d.ft'ecos.eT'l 
— s m.(kv + P). L J v e J , 

l’on en ronrlura, que l’expression précédente de i u peut être mise sous 
cette forme ; 


(D”) 


du = A .»'‘cos. (kv-t-p — gr') 

C \ ikgt'*- de' 


l a G \ ste dv O t V 

/ C \ akg.e' 1 dt’ , . , 

+ \ J *~ h 7r) {k i -i i yiï; C0!i{kv '*'P- gt > • 


Les eoefficiens A cl C étant connus séparément par la méthode même 
qui a été suivie dans la formation , et dans l’intégration de l’équation 
différentielle en du, on pourrait obtenir, a priori, à l’aide de la for- 
mule ( D ") les deux termes de la forme 
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duss/’.cos. (Are-t-|3 — g r')-t-Q.sin. (Av>.+-/3 — gi') , 

définis par Laplace à la page 314 du 3.“”' Volume de la Mécanique 
Céleste. Mais le second terme Q . sin. ( Ae -f- fi — g r') ne constitue |>as 
une approximation ultérieure ; il est associé au premier dès que l’on 

veut avoir égard à la variation séculaire de ^4- et - 4 - . Cette condition 

dv dv 

modifie le mode d’intégrer l’équation (D), mais elle doit être satisfaite 
sans l’addition de l’intégrale 


.du -T - M sin. ( Ae-t- j3 — pv — q) 


dans le second membre de l’équation (D’), puisque cette intégrale a 
déjà été prise en considération en formant les deux parties distinctes qui 
composent le second membre de l’équation (D 1 ). Il suit de là que l’on 
doit faire 3 11 = 0 dans cette intégrale, dès qu’il n’est point question de 
passer des quantités d’un ordre à celles de l’ordre suivant. On doit en 
conséquence supprimer les termes séculaires nés de l’intégrale précédente 
par la substitution du second terme de la formule (D”). Tels sont les 

motifs qui me font regarder comme inadmissibles les termes séculaires 

/ " 

Çdv en formant les 

équations [a5] et [46]- D’ailleurs en poursuivant leur calcul on verrait 
qu’ils constituent une suite divergente. 

Les termes séculaires , qui constituent l’intégrale Çdv , déterminés 

par les équations [10] , [45] et [5 1 ] naissent de l’intégrale — m’ JR' dv , 

en vertu de la simple élimination de la longitude moyenne n't de la 
Terre en fonction de la longitude v de la Lune : et , à ce titre , ils 
doivent être conservés, comme tous les autres de la forme A t ' donnés 
par le développement des fonctions 311", 3 R' qui entrent dans le second 
membre de l’équation fondamentale (II)” donné à la page 377 du 
premier Volume de ma Théorie du mouvement de la Lune. Ces termes 
sont les seuls , qui doivent être ajoutes aux primitifs , conformément à 
l’équation (A) que j’ai donnée dans le préambule de ce Mémoire. 

Vers le commencement du mois d’avril dernier, je n avais j vas lait 

/ ' r" 

Çdv et / Ç <1 1 


tuais 
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des réflexions ultérieures m’ont persuadé qu’il Cillait rejeter la fonction 

séculaire Çdv, comme entièrement étrangère aux développemens 

par lesquels on forme l’équation séculaire du moyen mouvement de la 
Lune. 


NOTE 


sur l’expression indéfinie de l’éqmtion séculaire 
du moyen mouvement de la Lune 


Il y a une différence essentielle entre le développement de l’intégrale 
P ',dv suivant les puissances du temps t, et son expression finie en 

termes progressifs et périodiques. Pour fixer les idées sur cette impor- 
tante différence, voici comment on obtient l'équation qui doit être rap- 
prochée de celle désignée par ( k'). Soit 

H=M‘+M' '-+- M" ‘+M"' V M "’V Af E' ’= Z . M E' * ; 

les sept coefliciens M , M', M " étant ceux qui doivent être pris 

dans la formation des deux équations 

t ’ cos. t' = 2-3/ cos. (al-t-q) ; 

t'sin.r' = ï-Afsin.(a<-l-</) ; 

de manière qu’ils répondent respectivement aux ares a, b, c, d, e,f, g; 
l’unité du temps t étant l’année Julienne de 365 *• { - 

En faisant le carré de ces deux équations , leur somme donnera 

t" =zï- M' + 1- M‘ costal — bt + q—q') : 

et en faisant t = o , on doit avoir 

E' ‘ = 2 • Af’-+- Z- a MM' cos. (q — q' ) . 
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Il suit de là, «jue , en intégrant depuis t = o , l’on a 


Cy*" — E")ndtzzz — nt-1 1- iMM'c os. (q — q') 


a MM’ 


-4 - n • A. • ^ • sin. (at — ht-+-q — q') — sin. (q — q') \ ; 


partant il est clair que l’on a; 

J («'*— E")ndt=nt\2M'— E'‘\ 

-+- n ■ Z ■ sin . ^ ( o — b ) t . cos. j a — b)t-*-q — q' j ; 

Cf(ï' — E'')ndtz= 

i .—(a — b)t I 

a > 


ou bien 

( P ) 


CHnt — Cn-T-M M'(a — £)sin. (< 7 — q 1 ). j 
H- C/i • I • a MM 'cos. (q—q'). — 


a — b 


■ 


L’équation (p) démontre que l’équation séculaire J ^dv peut croître 

indéfiniment à raison du terme progressif CHnt, tandis que la partie 
périodique ne peut pas surpasser la quantité 

_ j- 4 MM' . . ,, - a MM' . 

Cnit.- a _ b S1 " (7 — ■? cos.(q — q ) . 


en prenant tous les termes positivement. Elle explique une proposition 
de la page a 8 a du 5.'*"* Volume de la Mécanique Céleste de Laplace , 
où il est dit: « Les inégalités séculaires du mouvement de révolution de 
>> la Lune s’élévant à plusieurs circonférences etc. ». 

En prenant pour AI, M', M”, M" les valeurs numériques 

données par M.' Le Verrier à la page 38 des Additions à la Connais- 
sance des Temps pour l’année i 8 j3, on aura X • A/‘ = o, ooi i^-nGf» (*). 


(•) D’après le* valeur» de M , M\ Af v , donnée» par Lagrange & la page 373 du Volume 

de l'Académie de Berlin pour l’année 1783, l’on a S. = o, ooi iy44^ ; c’e*l-â-dire une i|u»n- 
lité fort approchante de celle calculée avec de* valeur» plus exactes des masses des planète*. 
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Le premier janvier de l’année 1801, à l’instant de midi moyen à IOb- 
servaloirc de Paris, on avait, pour l’excentricité E' de l’orbite de lu 
Terre, E' = 0,016792: partant 

//= o, 001 177065 — o, 000381971 =0, 000895679 . 

Les observations du siècle passé ont donné n = 17335:19354" |x>ur le 
moyen mouvement sidéral de la Lune en cent années Juliennes. Donc 
CHn = 13759", 4- U suit de là, que, abstraction faite de toute inégalité 
absolument périodique, si l’on fait 

N— 1733559354"— 13759"= 1733545595" , 

l’on aura jV|— — j pour expression du véritable moyen mouvement si- 
déral de la Lune; le temps t étant évalué en années Juliennes de 365 ’ > . 
De sorte que, depuis le commencement du 19 11 "' siècle, l’on a (pour 
in temps illimité) 

e= 1 1 1 36 '. 43 ” -t-lV -+- des termes périodiques , 

pour expression de la longitude vraie de la Lune , comptée depuis l’équi- 
noxe lixe. 

Conformément aux résultats trouvés par M.' Le Vkrbikr dans ses 
deux Mémoires : <1 Sur les iHiriations séculaires des éléments des anciennes 
« planètes » publiés dans les Volumes de la Connaissance des Temps 
pour 1rs années 1 843 » 1844, je prends pour les constantes M, a, q : 
M’, b, q ’ ; M ", g, q ”, les valeurs suivantes: 

M ss o, ooo 5 a 6 a = 3", 31714 q — 1 36'. 43 '- > 5 " 

A#' = 0,016611 6 = 3 ", 73881 q’ — 37’. ai'. a6" 

M" ss o,oo 3366 c = 33", 7504 l" — 126°. 44 ’- 8" 

jW"' = 0,010622 d = 5 ", 1 1 24 q m = 85 *. .47'. 45" 

M” = — 0,018935 e = 7", 5780 q"=z 35 *. 38 '. 43 " 

M ’ = 0,011782 y= 16", 9920 q' — — a 5 *. 1 1'. 33 " 

M" = — 0,016913; #=17", 7161 ; 9 "— — 45 * 28'. 59" . 

Cela posé , si l’on fait, pour plus de simplicité ; 
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MM ' S in .{ q - q ') = ( t ) ; 
MM" s in. ( 7 _,")=(,) ; ' 

etc. ; 

I on aura 

Log. ( I ) = /(, Ç )35556 (— »-) 

( a ) = o, 5o485i i ( — ) 

( 3 ) = 4, 56348oi (+) 

( 4 ) = 4,9979453(— ) 

(5) = 4, 465o47î(-*-) 

’ (6) = 4,o8i6î°7(— ) 

( 7 ) = 5, 5885666 (—) 
(8)=G, . 77 o8 2 5 (-) 

(9 ) = 5, 6562463 (-t-) 

(10) = 6, 19137061-*-) 

(11) = 6, 4288407 (— ) 

(12) = 5, 31663781-*-) 

( 1 3) = 5, 6509720 ( — ) 

(i4) = 5, 11786711-*-) 
(«5)=4 >7 33833 9 (-) 

( 1 6) = 6, 1 8845 1 2 ( — ) 

(17) = 6, 0676035 (+j 
(.8) = 6, i3o36ü2( — ) 

( , 9) = 6 » aSgSgoSI—) 

(20) = 6, 5000294 (-*-) 

(21) = 5, 83949491-) . 


MM ' co s .( q — q ' ) = [i] 
3/3/" cos. (<7 — 7") = [3] 
etc. ; 

Log [ 1 ] = 4 , i5378oi(—) 

[ 3 ] = 4, og5ooo4 (-*-) 
[3 ] = 4, 62546541+) 
[4 ] — 3» 27100631+) 

[53=4,73778971—) 

[ 6 j = 4, 945.733 (+) 
[7 ] =4» 80647251 — ) 

[8] =5,9654455(+) 

[ 9 ] = 6, l9 a8 7«7 (— ) 
[1 03 = 6, 0755703 (+ ) 
[113=5,9184920 (— ) 
[133 = 5, 2783976!+) 
[i33 = 3, 9 3o4387(+) 
[143=5,3908783!—) 
[153=5,59821771+) 
[i6] = 6, 109946.!—) 

7 J = 5 , 65 1 5793 ( — ) 
[.83 = 6,0737897!+) 
('9]= 6, o3634.(— ) 
(303 = 5, 69340241+) 
[si ) = 6, 3716.741—) . 
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Actuellement, si l'on fait : 

MM' (a— b) sin.(ç— q’)=(i).(a — b) = (i)’ ; 
MM" (a — c) sin .(q — <j") = (a).(a — c) = <a)' ; 
etc. ; 

MM' (a — b)\oi.(q — q' ) = [lj .(« — é)‘ = [i]' ; 
MM" {a— c)*cos. (q — <7") = [3]. (a — c')‘=[a]' ; 
etc. ; 

Ion aura 


Log. ( i )' = 5, o85a888 ( — ) 
( a )'= i, 8 i5i 88 7 (-h) 
( 3 )' = 5, 00990 1 3 (—) 
(4 )' = 5, 7190030 (h-) 
( 5 )' = 5, 63i6at3( — ) 
( 6 )’ = 5, 369 1 1 3a (-1-) 
( 7 )' == 6, 86 7 8365(-t-) 
( 8 >' = 6,3170931 (-+-) 
( 9>' = 6, a4 16167 (—) 
(to)'= 7, 3i4otgo( — ) 

( 11 )' = 7, 5745747 (-f-) 
(ia)' = 6, 4630871 (-+-) 

(i3)' = 6,83aox49(— ) 
(«4)' = 5,8 7 8a489(H-) 
(.5)'= 5, 4357730 (-) 
(t6)' = 6, 58o3738(-t-> 
(.7)' = 7,.4a4.85(-) 
(18)' = 7, a3o858a(+) 
(>9)' = 7. a63i647(-+-) 
( ao )' = 7, 5009860 ( — ) 

(a«y =5,6993934 {+■) 


Lofit ' T— 4, 45aa465 (—) 
[ a ]'==6, 7 156756 (-»-) 
[ 3 ]' = 5, 5 i 83 o 78(-4-> 
[4 ]'=4,7 ,36a, 8(-t-) 
[5]' = 7, 0709377 (-) 
[ 6 ]' = 7, 3aoi583(-»-) 
[ 7 ] ' = 7> 365o i a3 ( — ) 
[* ]'— 6, 2454667 (-+-) 
1 0 ]' = 7» 6636**7 ( — ) 

[10] ' = 8, 3308671 (-I-) 

[1 1] '=8, 3099600 (— ) 

[‘ a ]' = 7>77 l2 9 6a (-+-) 

[13] '=6, 3935345 (-+-) 

[14] ' = 6,9ii48i8(— ) 

t ,5 ]' = 7> ooao 9 5 9(-*-> 

(16] ' = 6,8937 9 i3(— ) 

[1 7 ] ' = y, 80131 13(— ) 
[.8]' = 8, 3747857 (+) 
[ , 9]'=7, 9 8358a5(-) 
(ao]' = 7, 7 o53i56(-+-> 

[a 1 ]' = 5, 99 1 3 1 44 (— -) 
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(Via posé , remarquons que la formule ( p ) peut être écrite ainsi 

(/>’) Cj(t'‘-E”)ndl = 

— 6 , n.(l0)'sin.i n .Z.(a— b)MM' sin. ( q — q’ ) | 2 * | 

— sCn.T. MM' cos. (<? - * ') j < - • 

Mais nous avons ; 

Log. C — -, 9467613 ; Log. n = 7, 3386845 ; 

Log. [a Cn] = 5 , 4865768 ; Log. |(io)*C’nsin. 1 ''j = 3 , 87 10207 > 

donc, eu ajoulanl ces iogaritlunes constans aux logarithmes des quan- 
tités [1], [a], etc.; ( 1 )', (2)', etc.; l’on aura ce résultat très-remar- 
quable; savoir: 

( p") cf(c"-E")ndt = 

h » lasin.îla — b)ti‘ „ .... Q | sin.(« — b)t\ 

- °’ 0 ^ 3 9)- , - o -ïï ( - a-M j - °’ 435 7 8 |‘ a — ÏT ~ | 

_ p" 000048 j —»/— o 1 *, 38.57 — sin.(a— ç)< j 

’ I 100 (a — t-') \ ' | a — c | 

„ „ i 2sin.i(a — d)t j* „ ,, I sin.(<i — d)tl 

+ °’° 7 b0, H ,oo( a -rf) 1 - , « a 9 < 3a | < ~â^d ( 

- o", 389.6 „-> 5 ,a 9 i/-î“iî=^{ 

’ y I 100 (a — e) \ a— e ^ 


ioo(a—J) 


1 38o8 | 2 sin ' ( ’ — *, 7 o 2 frj«-SLto ’- )l [ 
1 iao(a—g) j >/ f j a — \ 


— 5", 1809 


)2sin^-c)<(* 


100 ( b — C ) 


i", g635H 


sin (b-r)t j 
b — c i 
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54 m 

| asin. [(h — d)t | 
| 100(6 — d) 1 

| — a8'',3i53o! 
1 1 

l‘“ 

sin. (6 — d)t\ 

b — d j 

•*, 

396' 

( asin. [(b — c)<| 
1 100(6 — e) 1 

!‘-*-95«, 3669! 

1 1 


sin.(6 — e)t ( 
b — e ( 

>5", 

3ia3 

| 3 sin. 5(6 — ■/) t 
) 100(6 — f ) 

| * — 36", 4 79 3 


sin. (6 — f)l f 

>>-r I 

»7", 

8996 

| 3sin.i(6— g)t\ 
( 100(6— #) I 

1 * 1 

• - 4 - 35", 4 1370! 

t — 

sin.(6— g)tl 
b —g \ 

a" 

i583o 

( 3 sin. 1 (c — d)t | 

1* ! 

! - 5", 8307, 

l __ 

sin.(c — d)t f 


i 1 00 ( c — d) \ 


c — d \ 

5" 

04703 

| 3sin.;(c— e)t (* 

£ 

sin.(c — e)t f 


) iooj c — e) 1 

~ 


c — e ( 

o", 

56139 ‘ 

| 3sin.;(c— f)t | 
I 100 (c—f) 1 

r+ 7". 54 *43 

t — 

sin. (c — f)t( 

c-f I 


« 1 
30 30-7 1 

1 

j 3sin.;(c— g)H 
1 ioo(c — g) ( 

i’ — 13 ", i56i 

t 

sin. (c g)t 1 

c —e | 

a”. 

83745 ' 

| 3 sin. l(d— e) t 1 
| 10 o(d — e) 1 

|‘-*-3 9 ’, 4841 
) 1 

t — 

sin. (d — e)t | 
d — f | 

•o", 

3 1 43 

) 3 sin. l(d — /) t 
) 100 (</—/) 

j’-*- . 3 ", 7453 ! 


sin .(d — f)t j 
d-f | 

-3", 

6439 

I asin.;(rf— g)t\ 
J 100 (d—g) \ 

! —36", 3384! 


sin.(d—g)t{ 
<i—g ( 

*3", 

6ao3 

| 3 sin. ((< — f) tj 
1 ioo(e — f) j 

! -4-33", 3o5o j 

t — 

sin. (e — f) 1 1 

e~f | 

33", 

8339 

1 

|3sin.;(e— g)t { 
) ioo(e—g) 1 

j — 15", «348 J 

!>- 

sin.(e — g)tf 

e '—g j 

o". 

3718 ! 

| 3 sin. i(J — g) t j 
| 100 (f—g) j 

-4- 5 7 ", 3o5i ! 

1 1 

!'- 

y— g)*i 


Digitized by Google 



54 


MÉMOIRE sur l'équation séculaire etc. 

Les élémens employés dans le calcul de celte formule donnent , pour 
l'excentricité E' de l’orbite de la Terre, et [tour la longitude de t' du 
|>criliélie, les valeurs qui avaient lieu, effectivement, au commencement 
du siècle: car l’on en tire 


/- • .Wsin. q = -t- o, oi 656 o i ; /. • 5 /cos. q — — o, 00277376 ; 

E'ss \ (Z- Mt\n.q)‘ M eos.q)* =s o, 01679091 ; 


tang.r = 


, £ • M sin .q 


1-Mcos.q ’ 


r' = 99*.3o'3i" . 


En développant les sinus, le tenue multiplié par la première puissance 
du temps t disparaît dans le second membre de l’équation (p") et l’on 
a une série de lu fonne 


</ 


’) eT( t '* — E' t )ndt = 

a[~ V.+.W— \'+a"{— y. 

\ioo f V 100 ' \ 100 ! 


Le coeflicient A est immédiatement connu par la sommation des 21 
parties qui le composent. Et pour obtenir le coeflicient A’ il suflira 
d’ajouter aux logarithmes des quantités [1]', [a]', etc. , le logarithme 
constant 

Log- ] 3^-- Cn . sin.* 1 " j = o, 0793744 , 
et de changer ensuite le signe du nombre correspondant. On trouve ainsi; 


Ass : — 11", i 5 ig 3 ; A '= — o", 0153379 . 


Il V a donc un accord satisfaisant entre ces derniei-s résultats et ceux 
obtenus dans le préambule de ce Mémoire. Et la formule finie ( p ") 
conserve en outre le très-grand avantage d’être appliquable pour un 
temps illimité, ou du moins pour un fort grand nombre de siècles. 

On ne doit pas oublier que les erreur* encore existantes sur les 
quantités M, a, q-, M', b' q 1 ; etc. dépendantes de la masse des pla- 
nètes, empêchent d'attribuer à cette formule une exactitude sans bornes. 
Elle donne la loi de la > anation séculaire du moyen mouvement de la 
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Lune , mais on sera foiré «le moilifier les quantités constantes qui mul- 
tiplient le temps , à mesure que , par les observations , on découvrira 
quelques-unes des petites variations qui peuvent encore affecter les masses 
adoptées pour les sept planètes plus anciennes. 

Le terme progressif i S- 1 ', a<) 583 . t , que la formule (/)") renferme 
est associé aux termes périodiques d’une manière indestructible, mathéma- 
tiquement parlant. C’est dans l’acte du développement suivant les puis- 
sances de t «pie ce terme disparaît. La série ainsi obtenue a perdu le 
caractère de lu périodicité , qui est inhérent à ses «lifférens termes ; 
néanmoins , la petitesse des différences « — b , a — c, etc. , nous dé- 
montre que les deux premiers termes 

\ ioo / \ 10 o / 

du développement «le l’éipialion séculaire, suffisent pour comparer avec 
la théorie les plus anciennes éclipses dont nous avons connaissance avec 
eerti tuile. 

L’écpiation (p 1 ) étant mise sous la forme 

C f(t'' — E’')ndi— i 3 7 '', 39583 . t 

asin.;(fl — b)tl‘ _ „ sin. (n — b)t 

ioo (a— b) \ a— b 

on voit «pie le second membre sera composé de la somme , ou de la 
différence des deux mêmes nombres, relativement à deux valeurs de t 
égalés et de signe contraire: par exemple, en taisant successivement 
t— — (to)*, < = (io)‘ on obtient; 



— 83 7 4 9 '',a 6 -t- 1387870", 88 = -h 36 a*. i 5 '. 22" ; 

— 83 7 4ç)", a6 — 1 387870", 88 = — 408“. 47'. o" . 

De sorte «pie le centre de gravité de In Lune, depuis le 1." janvier 
de l’année 81)99 avant notre ère, a parcouru ( abstraction faite des iné- 
galités à courte péri«>dc) un arc égal à A ( i o)*-t- 3 6 a”. 1 5 '. 11" ; tandis 
«pic, depuis le 1." janvier de l’année 1801 jusept'au 1 ." janvier de l’année 
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56 MÉMOIRE SUR I.’ÉQUATION SÉCULAIRE 

11801, l’arc parcouru sera égal à A t (io)*-4- 4 ° 8 ”. . o"; le coefficient A’ 

étant égal à 1 ^ 3 a 5455 ", g 5 . 

On avait à la première de ces deux époques; 

E' — excentricité de l’orbite de la Terre = o, 0187 ; 
et à la seconde on aura : 

£” = 0,0115 . 

On peut développer de la même manière l’intégrale 
C'. J % dv.(t' k — E’*) , 

qui lait partie de l’équation séculaire. En effet; nous avons l'équation 

«'* — £'*=(!• Af*)*- £'•+}«'*— 1. AP ja-X-!»/* 

-+■ J Z- 2 M M 'cos. (at — bt-t-q — q')^‘ , 

qui donne; 

«'• — £' 4 = — j £'* — Z-d / 1 j‘- 4 - j 4 '*— £'* j 2 - Z- d/* 

-A- |Z- X.MM'cos.(at — bt-\-q — q') J* . 

Donc, eu multipliant par C'.ndt, et intégrant, il viendra 



— C'.\E'' — ndt(t" — E") 

+.C'.fndt\T.-xMM' cos. (at — bt-4-ff — . 

Mais 

fe’ ,, — Z - iW ' = — //=-— o, 0008951)79 , 

et 

Log. C'n = 5 , 8933326 ; 

partant Ton a 

C'.fi ndt(t'“ — £'*) = 

— o”, 627535 .i-l-o, 00010G286 J nd t ( e " — £'*) 

•+■ C'.J^ndt j Z - 2 M M' cos. (at — bt-hq — q')\ . 
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Actuellement , si l’on fait 


MM'=N W ; MM” =A W ; M'M"=N lxl) ; 

?(•)=(" — b)t + q — q" ; î( „ = (a— c)/-t - 9 — <y" ; 

?{i î=(" — — < 7 *" ; ; — 

on trouvera, avec les valeurs numériques précédentes; 

C'.n<.2.2V* (l ) as /. o", 3863^6 ; 

ee qui donne , en développant le polynôme compris sous le signe 2 • , 
et intégrant; 

C'.J'ndt (s ' 4 — £'*) = 

— t.o", 341 a 5 g -+- o, 00010638 a 

■+■ - C'n ■ Z ■ - sin. 3 s (l) 

a 7(0 10 


3 C'*t • 2 • ;i , ^7 sin. (y,,)-** ?(.) ) 
P (0 ”+■ ? (») 


fto-fw 

Dans cette équation l’on a fait; 


*“>•(?( 0— ?(.)) • 




etc. 


Le premier signe 2 • , multiplié par l-C'n, comprend une somme com- 
posée de ai termes; chacun des deux autres en comprend 3 1 o. Pour 
le moment il suflit d’avoir réduit cette seconde intégrale à des termes 
que l’on peut calculer à l’aide des élémens qui nous ont donné tous 
les termes de la première. 

Turin, ce 39 mai i 85 G. 

JEAN PLANA. 
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ERRAT. 4 DF. LA THEORIE l)E I.A LUNE 


ERRATA n 

IH TOME P K EM I Eli 

Ut I.A THÉORIE DI' MOUVEMENT lit I.A I.UNE. 


Pjgf L‘wnp 

61. 4 

533. 4 

55g. î 
58 1. i5 

(il 1. Il 

635.. 


636. . 


(m rtmoniant ). On doit ajouter à la valeur de x le troisième tenue 
^ sin. ( Av -I- p — nt') 


,,/is i5 i5 4'\ 

tin.îEv-i-igv — icv.e y ( 7g TB TC = Ttî ) 

. r . , ,\io5 345 i5 i5j 

sin.iE.nt-i-ig.nt —ic.nt.ef -_^ T = - T | - 

sin. 2 E.nt-t- ig .nt — 2 c./i(e*y*^ g" m ) 

sin. 1 Ev-i- igv — 2 n' j — o", 464 (5) J 
, , .. . . 45 1 1 

-t--rr -rni e au lieu de -t-^-rtn e 

64 04 


-f. 3ll „^ i»V au lieu de 


4 

6 

658. i5 


1 u 8 
225 


128 


707 \ , . 21 l5 

. / / I ni 1» J ___ m 

128 


( iid 1 707 \ . . . 

- f -6T- t -6=^)""'- h T^- m '- 

-+- ( ■+■ ?= = ^ ) "* 

V 64 6 192 / 

/ i65 i5 i65 4o5\ , 


(•) J« profil*» «lu cell* circootUnc* pour publier Ml ErraUi. 
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